
第1章 システム生物学と多変量解析

本章の目的は、PLS回帰を理解し、Janes らの仕事を追試することである。

1.1 概要
PLS回帰は以下の基礎知識に支えられている。

PLS回帰
主成分回帰 (PCR)

重回帰 (MLR) 主成分分析 (PCA)

よって、この概念図の下から順に取り扱う。また、特異値分解 (singular value

decomposition)を知っているとこれらの手法を統一的に理解することができる。

1.2 準備1: 特異値分解
任意のm×n行列Aは以下のような 3つの行列 (それぞれ「回転・引き延ばし・
回転」に対応)の積の形に書くことができる。

A
m×n

= U
m×m

Σ
m×n

VT

n×n

Uを左特異行列 (left singular matrix)、Vを右特異行列、Σを特異値行列と呼ぶ。

U
m×m

=

 Aの列空間の基底
m×r

Aの左零空間
m×(m−r)



Σ
m×n

=


σ1 0

. . . 0
0 σr

0 0



1



VT

n×n
=


Aの行空間の基底

r×n

Aの零空間
(n−r)×n



U
m×m
、 V

n×n
はともに正規直交行列 (UTU = I、VTV = I)である。

演習: 紙と鉛筆でできる特異値分解 以下の手順に従って、行列

A =

(
1 2

−1 −2

)
をA = UΣVT の形に特異値分解しなさい。

(1) (ATA)V = V(ΣTΣ) を示しなさい。(ヒント: (AB)T = BTAT )

(2) (1)の結果より、VはATAの固有ベクトルから構成されていることがわか
る。この性質を利用して、Vのうち「Aの行空間の基底」に相当する部分
を求めなさい。ただし、VTV = Iである。

(3) Vのうち「Aの零空間」に相当する部分を求めなさい。VTV = Iを満たす
ように正規化すること。(ヒント: Aの零空間はAK = 0を満たすような行
列Kとして求めることができる。)

(4) (1)の結果より、Σの特異値成分 σ1, . . . , σr はATAの固有値の平方根であ
る。この性質を利用してΣを求めなさい。

(5) (1)と同様にして、(AAT )U = U(ΣΣT ) を示しなさい。

(6) (2)(3)を参考にしてUを求めなさい。UTU = Iに留意すること。

(7) A = UΣVT が成り立っていることを確認しなさい。

解答

(1)

(ATA)V = (VΣTUT )(UΣVt)V

= VΣTΣ (∴ UTU = I,VTV = I)
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(2) ATA =

(
1 2

−1 −2

)T (
1 2

−1 −2

)
の固有値・固有ベクトルを求める。

|ATA − Iλ| = 0∣∣∣∣∣ 2 − λ 4

4 8 − λ

∣∣∣∣∣ = 0

(2 − λ)(8 − λ) − 16 = 0

λ(λ − 10) = 0

∴ λ = 0, 10

(
2 4

4 8

)(
x

y

)
= 10

(
x

y

)

この連立方程式を解くと y = 2x となるので、

(
x

y

)
= k

(
1

2

)

さらに正規化して

(
x

y

)
=

1√
5

(
1

2

)

(3) AK = 0 となる行列Kを求める。

1.3 準備2: 行列・ベクトルの微分
行列・ベクトルで書かれた関数にも微分公式がある。覚えておくと重宝する。

d(Ax) = Adx

d(Ax + b)TC(Dx + e) = {(Ax + b)TCD + (Dx + e)TCTA}dx

3



1.4 共分散最大化と特異値分解
Cov(Xd,Ye) = dTXTYeを最大化するようなベクトル d、eはそれぞれXTY

を特異値分解した際の第 1左特異ベクトル、右特異ベクトルに等しい。ただし、
dTd = 1、eTe = 1とする。

XTY = UΣVT

= u1σ1v
T
1 + · · · + urσrv

T
r

d = a1u1 + · · · + arur

e = b1v1 + · · · + brvr

dTXTYe = dT (u1σ1v
T
1 + · · · + urσrv

T
r )e

= (a1u1 + · · · + arur)
T · (u1σ1v

T
1 + · · · + urσrv

T
r ) · (b1v1 + · · · + brvr)

= a1σ1b1 + · · · + arσrbr

= aTΣb

dTd = 1、eTe = 1より、

dTd = (a1u1 + · · · + arur)
T (a1u1 + · · · + arur)

= a2
1 + · · · + a2

r

= aTa

∴ dTd = aTa = 1

同様にして eTe = bTb = 1 と求まる。
よって、dTd = 1, eTe = 1を条件とする Cov(Xd,Ye) = dTXTYe の最大化問
題は、aTa = 1,bTb = 1を条件とする Cov(Xd,Ye) = aTΣb の最大化問題に帰
着できる。

Q = aTΣb − λ1(a
Ta − 1) − λ2(b

Tb − 1)
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ベクトル・行列の微分公式、

d

dx
(xTx) = 2x

d

dx
(aTx) = a

を用いると、 {
∂Q
∂a

= Σb − 2λ1a = 0
∂Q
∂b

= ΣTa − 2λ2b = 0

これを整理すると {
Σb = 2λ1a

aTΣ = 2λ2b
T

上の式の両辺に左から aT、下の式の両辺に右から bを掛ける。{
aTΣb = 2λ1

aTΣb = 2λ2

よって λ! = λ2　とわかる。

λ = 2λ! = 2λ2

とおいて式を書き換えると1、{
Σb = λa

ΣTa = λb

上式を下式に代入して

1

λ
ΣTΣb = λb

∴ ΣTΣb = λ2b

この式が意味することは、ベクトル bの要素 b1, · · · , br は

1証明を一度完成させてみると、ここで係数 2を掛けておくと以下の話がすっきりすることが
わかる。
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 σ2
1b1

...

σ2
rbr

 =

 λ2b1

...

λ2br


が常に成立するように定まるということである。この条件を満たす bは、

1

0

0
...

0

 ,


0

1

0
...

0

 ,


0

0
...

0

1

 ,

のように、1を 1つだけ含み、残りは 0というベクトルである。ベクトル aに
ついても同様である。したがって、

dTXTYe = a1σ1b1 + · · · + arσrbr

より、dTXTYeが取りうる値は、σ1, · · · , σr である。このうち最大の値を持つ
ものは、特異値の定義より σ1であるから、dTXTYe を最大化する a,bは、

a =


1

0

0
...

0

 ,b =


1

0

0
...

0


である。

d = a1u1 + · · · + arur

e = b1v1 + · · · + brvr

より、共分散を最大化する d, eの条件は、

d = u1

e = v1

すなわち、d, eがそれぞれ、第 1左特異ベクトル、第 1右特異ベクトルである
場合である。 よって、左右の第 1特異ベクトルを用いると、潜在変数ベクトル
同士の共分散が最大になる。
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1.4.1 Moore-Penroseの一般逆行列
Moore-Penroseの一般逆行列 (Moore-Penrose generalized inverse)は重回帰 (MLR)

と主成分回帰 (PCR)を統一的視点から理解する上で欠かせない。

A#

n×m
= V

n×n
Σ′−1

n×m
UT

m×m

ただし、

Σ′−1 =


1
σ1 0

. . . 0
0 1

σr

0 0


連立 1次方程式Ax = bにおいてAの行数が列数よりも大きいとき (縦長)、

x̂ = A#b は二乗誤差 ||Ax− b||2を最小にするような解である。Aの行数が列数
よりも少ないとき (横長)には、x̂ = A#bは解となり得る xのうち、ノルム ||x||
が最小のものを返す。

1.4.2 化学量論行列の特異値分解

N = UΣVT

Uは列空間の基底ベクトルと、左零空間の基底ベクトル。
Vは行空間の基底ベクトルと、左零空間の基底ベクトル。

列空間の基底

d

dt


x1

x2

...

xm

 =


c11

c21

...

cm1

 v1 +


c12

c22

...

cm2

 v2 + · · · +


c1n

c2n

...

cmn

 vn

において、このパスウェイで現れるすべての組み合わせの (c1i c2i · · · cmi)
T を

生成する基底のこと。
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行空間の基底

dxi

dt
=
(

r1 r2 · · · rn

)
v1

v2

...

vm


において、このパスウェイで現れるすべての組み合わせの (r1 r2 · · · cn)を生成
する基底のこと。

(右)零空間 化学量論行列Nについて、

NK = 0

となるような行列Kのこと。Kの要素である列ベクトルの線形結合によって、
あらゆる流束分布を記述できる。

左零空間 化学量論行列Nについて、

GN = 0

を満たす行列Gのこと。物質の保存関係を表す。

1.5 重回帰 (MLR)

1.5.1 定義
被説明変数 y、説明変数 x1, · · · , xnの組について、m回の測定を行ったとする。

yと xの関係を線形で表すとき、

y = Xa + ε


y1

y2

...

ym

 =


1 x11 · · · x1n

1 x21 · · · x2n

...
...

. . .
...

1 xm1 · · · xmn




a0

a1

...

an

+


ε1

ε2

...

εm


残差平方和 Qを最小にするような係数 aを求めることが重回帰分析の核心で
ある。
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1.5.2 残差平方和を最小にする係数の導出

Q =
m∑

i=1

ε2
i

=
m∑

i=1

{yi − (a0 + a1xi1 + · · · + anxin)}2

= (y − Xa)T (y − Xa)

Qを最小にする aを求めればよい。すなわち、dQ

da
= 0を満たす aを求める2。

ベクトル・行列の微分公式、

d(Ax + b)TC(Dx + e) = {(Ax + b)TCD + (Dx + e)TCTA}dx

より、C = I,D = A, e = bとおくと、以下の公式を得る。

d(Ax + b)T (Ax + b) = {(Ax + b)TA + (Ax + b)TA}dx
= 2(Ax + b)TAdx

これをQ = (y − Xa)T (y − Xa)にあてはめて、

dQ = d{(y − Xa)T (y − Xa)}
= −2(y − Xa)TXdx (前記の微分公式を使って導出した)

dQ

da
= 0より、残差平方和を最小にする aは、

−2(y − Xa)TX = 0

を満たす。これをさらに変形すると、

2本当は極値と最小値が一致することを示す必要があるが、省略する。
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−2(y − Xa)TX = 0

(y − Xa)TX = 0

XT (y − Xa) = 0 (∵ (AB)T = BTAT )

XTy = XTXa

∴ a = (XTX)−1XTy

1.5.3 Moore-Penroseの一般逆行列による表記
これにて yを予測する式 y = a0+a1x1 + · · ·+anxnを得ることができた。Moore-

Penroseの一般逆行列を用いて書くと、

â = X#y

となる。

XTXに逆行列が存在する場合 (＝Xの列が互いに線形独立である場合)、

X# = (XTX)−1XT

である。
XXT に逆行列が存在する場合 (＝Xの行が互いに線形独立である場合)、

X# = XT (XXT )−1

である。

1.6 主成分分析 (PCA)

1.6.1 定義
相関の強い複数の変数を 1変数にまとめる方法である。例えば以下のような身
長・体重のデータがあったとする。
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身長 (cm) 体重 (kg)

川島さん 185 80

中澤さん 187 78

本田さん 183 76

−→

身長と体重をそれぞれ横軸・縦軸に取った散布図上の位置で個々人の体格がわか
る。しかし、身長と体重の間には一定の相関が見られるので、これらを体格を表
す 1つの指標 tPC1にまとめてしまうことを考える。身長、体重をそれぞれ x1, x2

で表すと、

tPC1 = w1x1 + w2x2

で表すことを考える。

どのような指標にまとめるのが合理的だろうか？主成分分析では、座標変換を
行う。この例で言うと、身長と体重の直交座標系を角度 θだけ回転する。w1, w2

の値は tPC1の分散を最大化するように定める。
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分散最大化が最小二乗法 (回帰分析)と似ていると思った人も多いだろう。実際、
データからあらかじめ平均値が差し引かれていれば (中心化)、分散最大化は最小
二乗法 (回帰分析)と一致する。すなわち、主成分軸と回帰直線が一致する。

(利点) 多次元のデータであっても 2次元に縮約し、平面にプロットすることが
可能になる。

Xから各列ごとに列の平均値を差し引いたものを X̂とすると、Xの共分散行列
は X̂T X̂と表せる。X̂T X̂の固有ベクトルを loadingと呼ぶ。

残差を残す

xij = x∗
ij − x̄j

データ行列

X =


x11 x12 · · · x1n

x21 x22 · · · x2n

...
...

. . .
...

xm1 xm2 · · · xmn


さきほどの例で言うと、

身長 (cm) 体重 (kg)

川島さん 185 80

中澤さん 187 78

本田さん 183 76

−→ X =

 185 80

187 78

183 76


主成分

t11 = w11x11 + w21x12 + · · · + wn1x1n

ただしwT
1 w1 = 1

tm1 = xmw1

これの分散を最大化するw1を求める．

1.6.2 結合係数は共分散行列の固有ベクトルであることの証明
結合係数w1は、共分散行列の固有ベクトルとして求められる。以下はその証
明である。

xm =
(

xm1 xm2 · · · xmn

)
,w1 =

 w11

...

wn1


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t1 =


t11

t21

...

tn1

 , t1 = Xw1

t̄1 =
1

m

m∑
i=1

ti1

=
1

m

m∑
i=1

xiw1

=
1

m

m∑
i=1

n∑
j=1

xijwj1

=
1

m

n∑
j=1

wj1

(
m∑

i=1

xij

)

=
1

m

n∑
j=1

wj1(0)

= 0

σ2
t1

=
1

m − 1
tT
1 t1

=
1

m − 1
(Xw1)

T (Xw1)

= wT
1

(
1

m − 1
XTX

)
w1

= wT
1 Vw1

≥ 0

Lagrangeの未定乗数法 wT
1 w1 = 1のもとで σ2

t1
の極値を求める。

Q(w1) = σ2
t1
− λ(wT

1 w1 − 1)

= wT
1 Vw1 − λ(wT

1 w1 − 1)
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微分公式 d(Ax + b)TC(Dx + e) = {(Ax + b)TCD + (Dx + e)TCTA}dxを用
いると、

d(wT
1 Vw1) = 2wT

1 Vdw1

d(wT
1 w1) = 2wT

1 dw1

よって、極値条件は

dQ(w1) = 2wT
1 Vdw1 − λ2wT

1 dw1

= 0

より、

wT
1 V = λwT

1

両辺を転置すると、

Vw1 = λw1

となる (Vは対称行列なのでV = VT )。よってw1は　共分散行列Vの固有ベ
クトルとして求められる。また、

σ2
t1

= wT
1 Vw1

= λ

より、第 1主成分の分散 σ2
t1
は共分散行列Vの固有値、ラグランジュ乗数 λに

等しい。

1.6.3 寄与率
ある主成分の説明能力を評価する尺度として、「寄与率」がある。第 i主成分の
寄与率は、次のように定義される。
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寄与率 =
σ2

ti

σ2
t1 + σ2

t2 + · · · + σ2
tn

=
λi

λ1 + λ2 + · · · + λn

σ2
ti
は第 i主成分軸上でのデータの分散である。これを分散の総和で割ったものが

第 i主成分の寄与率である。別の言い方をすれば、データの全分散のうち、第 i主
成分で説明できる割合を表す量が寄与率である。
また、先に証明したように、σ2

ti
は共分散行列Vの第 i固有値に等しい。これを

利用すると、第 i主成分の寄与率は、第 i固有値を全固有値の和で割ったものとし
て書ける。

1.6.4 行列で表記する

ti = Xwi

T =
(

t1 t2 · · · tk

)
P =

(
p1 p2 · · · pk

)
T = XP

X = TPT

1.6.5 特異値分解との関係
主成分スコア、loadingともに特異値分解と比較すると、以下のようになる。

X = U Σ VT

= T PT (UΣ = T, V = P)

Tが主成分スコア行列、Pが loading行列 (共分散行列の固有ベクトル)である。
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1.6.6 演習
以下に示す 3名分の身体測定データから、「身体の大きさ」を表す主成分を求め
たい。

身長 (cm) 体重 (kg)

川島さん 185 80

中澤さん 187 78

本田さん 183 76

次の設問に順に答え、「身体の大きさ」を表す主成分スコアを求めなさい。

(1) 上の身体測定データをデータ行列にまとめなさい。

(2) 各人の身長、体重から平均値をそれぞれ差し引きなさい。この行列をXと
する。

(3) XTXを計算しなさい。

(4) XTXの固有値、固有ベクトルを計算しなさい。

(5) 第 1主成分について、各人の主成分スコアを求めなさい。

(6) 第 1主成分の寄与率を求めなさい。

1.7 主成分回帰 (PCR)

1.7.1 着想
Xの行数が列数よりも小さいとき (横長)、X#は解となり得る aのうち、ノル
ム ||a||が最小のものを返す。これには生物学的意味は無いので、使えない。そこ
で、Xの行数が列数よりも小さいとき、主成分分析を用いて変数を減らし、Xの
列数を減らす。

1.7.2 Moore-Penroseの一般逆行列で表す

Y = X B

= T PT B (X = TPT )

のときBの
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B̂PCR = PT#Y

Y = XB̂PCR

1.8 PLS回帰
基本となるアイディア PCRを改良したものがPLSである。PLSの基本アイディ
アは以下の通り。

(1) 説明変数群に関するデータ行列Xと被説明変数に関するデータ行列Yのそ
れぞれの主成分スコア (に近いもの)T,Uを考え、TとUの間の共分散を最
大化する。

(2) X,Yそれぞれの主成分スコア (に近いもの)T,Uを導く際、Xの共分散行列
(XT とXとの積)ではなく、XとYの共分散行列 (XT とYとの積)を使う。
これにより、XとYの相関を加味した主成分スコア (に近いもの)になる。

PLS回帰係数の導き方 それではPLS回帰の方法に従って回帰係数を導く手順を
見てみよう。ここでのX、Yは中心化されているものとする (Höskuldsson 1988)。

(1) XTYを特異値分解し、第 1左特異ベクトルw、第 1右特異ベクトル cを求
める。特異値分解の性質より、wと cはXwとYcの共分散を最大化する
(Höskuldsson 1988)。

(2) wTw = 1、cTc = 1となるようw、cを正規化する。

(3)
t = Xw

u = Yc

}
より、スコア t、uを求める。

(4) tT t = 1、uTu = 1となるよう t、uを正規化する。

(5) u = btの線形関係を仮定して、回帰係数 bを式 b = uT tより推定する。

uT = btT

uT t = btT t

∴ uT t = b

17



(6)
p = XT t

q = YTu

}
より、p,qを求める。p,qはPCAの loadingに相当するが、

PCAの loadingとは異なり、直交行列ではない。

(7) Xから tpT を、Yから uqT を、それぞれ差し引き、(1)に戻る。PLS成分
の数だけこれを繰り返す。

(8) 最終的に、XとYのPLS回帰係数行列は、X、Yそれぞれの loadingsに相
当するP、Qおよびその間をつなぐ回帰係数Bによって決まる。P、Qは
ベクトル p、qをそれぞれ並べて作った行列である。また、Bは、bを対角
要素に並べた行列である。

Y = UQT

= TBQT

= X(PT )#BQT (∵ T̂ = X(PT )#)

= XBPLS (ただしBPLS = (PT )#BQT )

T̂ = X(PT )#は以下のように示すことができる。

P = XTT

PT = TTX

TPT = TTTX

T̂ = X(PT )#

1.8.1 演習
EGF、NGFでそれぞれ細胞を刺激した際の ERK の時系列および 30分経過時
点における c-Fos、c-Jun の発現量を測定し、以下のような結果を得た。

ERKt1 ERKt2 ERKt3

EGF 0 4 2

NGF 2 4 4

c-Fos30min c-Jun30min

EGF 0 1

NGF 1 2

以下の問いに答えて、ERKの時系列から c-Fos、c-Junの発現量を予測するPLS

回帰式を求めなさい。PLS成分についての計算は、第 1成分まででよい。

18



(1) 上のMAPK、IEGの測定結果をそれぞれデータ行列にまとめなさい。これ
らの行列をそれぞれ　X0、Y0とする。

(2) X0、Y0の各列の平均値を列方向に並べた行列をそれぞれ X̄、Ȳとする。X0、
Y0から X̄、Ȳを差し引きなさい。得られた行列をX、Yとする。

(3) XTYを計算しなさい。

(4) XTYを特異値分解し、第 1左特異ベクトルw、第 1右特異ベクトル cをそ
れぞれ求めなさい。ただし、wTw = 1、cTc = 1となるようw、cを正規化
すること。

(5) t = Xw、 u = Ycより、PLSスコアを表すベクトル t、uをそれぞれ求め
なさい。tT t = 1、uTu = 1となるよう t、uを正規化すること。

(6) PLSスコア同士の線形関係 u = btの係数 bを求めなさい。b = uT tより求
める。

(7) p = XT t、 q = YTuより、PLS loadings を表すベクトル p、qをそれぞれ
求めなさい。

(8) PLS成分を第 n成分まで計算する場合は、X− tpT をXに、Y−uqT をY

にそれぞれ代入して (3)に戻る。X− tpT およびY− uqT を計算しなさい。

(9) 以下の誘導に従って、PLS回帰式 Y = XBPLS の回帰係数行列 BPLSを求
めなさい。

(a) PT をPT = UΣVT の形に特異値分解しなさい。
(b) (PT )# = VΣ′−1UT より、(PT )#を求めなさい。
(c) BPLS = (PT )#BQT より、回帰係数行列BPLSを求めなさい。

(10) Y0 − Ȳ = (X0 − X̄)BPLSより、もともとの変数である c-Junや ERKを用
いた回帰式を書き出しなさい。

(11) ERKの時系列データのうち、c-Fos、c-Junの発現量に強く寄与する時点は
どこか。PLS loadings を表すベクトル p、qの値を吟味して答えなさい。

1.8.2 解答
(1)

X0 =

(
0 4 2

2 4 4

)
, Y0 =

(
0 1

1 2

)
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(2)

X =

(
−1 0 −1

1 0 1

)
, Y =

(
−1

2
−1

2
1
2

1
2

)
(3)

XTY =

 −1 1

0 0

−1 1

( −1
2

−1
2

1
2

1
2

)

=

 1 1

0 0

1 1


(4) XTY = UΣVT と特異値分解し、U = (w1w2...),V = (c1c2...) とおくと、

Vについて {(XTY)TXTY}V = V(ΣTΣ)となることから、(
1 0 1

1 0 1

) 1 1

0 0

1 1

 =

(
2 2

2 2

)
∣∣∣∣∣ 2 − λ 2

2 2 − λ

∣∣∣∣∣ = 0

より、

(2 − λ)2 − 4 = 0

λ2 − 4λ = 0

λ = 4, 0

(
2 2

2 2

)(
x

y

)
= 4

(
x

y

)
x = y

∴
(

x

y

)
= k

(
1

1

)
これを正規化する。

√
2k2 = 1

k =
1√
2

∴ c1 =
1√
2

(
1

1

)
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同様にして、Uについて {XTY(XTY)T}U = U(ΣΣT )となることから、

 1 1

0 0

1 1

( 1 0 1

1 0 1

)
=

 2 0 2

0 0 0

2 0 2


∣∣∣∣∣∣∣

2 − λ 0 2

0 −λ 0

2 0 2 − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

より、

−λ(2 − λ)2 + 4λ = 0

−λ(λ2 − 4λ + 4) + 4λ = 0

−λ(λ2 − 4λ) = 0

λ = 4, 0, 0

 2 0 2

0 0 0

2 0 2


 x

y

z

 = 4

 x

y

z


x = z, y = 0

∴

 x

y

z

 = k

 1

0

1


これを正規化する。

√
2k2 = 1

k =
1√
2

∴ w1 =
1√
2

 1

0

1



21



(5) t = Xwより、

t =

(
−1 0 −1

1 0 1

)
1√
2

 1

0

1


=

1√
2

(
−2

2

)

これを正規化して

t =
1√
2

(
−1

1

)
同様にして u = Ycより、

u =

(
−1

2
−1

2
1
2

1
2

)
1√
2

(
1

1

)

=
1√
2

(
−1

1

)

(6) b = uT tより、

b =
1√
2

(
−1 1

) 1√
2

(
−1

1

)
= 1

（このような計算をしなくても気付くが、念のため計算した。）

(7) p = XT tより、

p =

 −1 1

0 0

−1 1

 1√
2

(
−1

1

)

=


√

2

0√
2



同様にして q = YTu より、
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q =

(
−1

2
1
2

−1
2

1
2

)
1√
2

(
−1

1

)

=
1√
2

(
1

1

)

(8) X − tpT = 0

(9) 回帰係数行列BPLSを求める。

(a) pT を特異値分解する。pT =
( √

2 0
√

2
)
より、

(pTp)U = U(ΣΣT )

4U = U(ΣΣT )

|4 − λ| = 0

∴ λ = 4, u1 = 1

また、

ppT =

 2 0 2

0 0 0

2 0 2


∣∣∣∣∣∣∣

2 − λ 0 2

0 −λ 0

2 0 2 − λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0

−λ(2 − λ)2 + 4λ = 0

−λ(λ2 − 4λ + 4) + 4λ = 0

−λ(λ2 − 4λ) = 0

∴ λ = 4, 0, 0

23



 2 0 2

0 0 0

2 0 2


 x

y

z

 = 4

 x

y

z


より、x = z, y = 0であるから、

v1 = k

 1

0

1


正規化して、

v1 =
1√
2

 1

0

1


よって、pT の特異値分解は次のようになる。

∴ pT = 1 ·
(

2 0 0
)

1√
2

0 1√
2

0 0 0

0 0 0


(b) pT の一般逆行列 (pT )#を求める。A# = VΣ′−1UT より、

(pT )# =


1√
2

0 0

0 0 0
1√
2

0 0


 1

2

0

0

 · 1

=
1

2
√

2

 1

0

1


(c) 回帰係数行列BPLSを求める。BPLS = (PT )#BQT より

BPLS =
1

2
√

2

 1

0

1

 · 1 · 1√
2

(
1 1

)

=
1

4

 1 1

0 0

1 1


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(10)

Y0 − Ȳ = (X0 − X̄)BPLS

Y0 = X0BPLS − X̄BPLS + Ȳ(
FosEGF JunEGF

FosNGF JunNGF

)
=

(
ERKt1

EGF ERKt2
EGF ERKt3

EGF

ERKt1
NGF ERKt2

NGF ERKt3
NGF

)
1

4

 1 1

0 0

1 1


−

(
1 4 3

1 4 3

)
1

4

 1 1

0 0

1 1

+

(
1
2

3
2

1
2

3
2

)

∴


FosEGF = 1

4
(ERKt1

EGF + ERKt3
EGF) − 1

2

JunEGF = 1
4
(ERKt1

EGF + ERKt3
EGF) + 1

2

FosNGF = 1
4
(ERKt1

NGF + ERKt3
NGF) − 1

2

JunNGF = 1
4
(ERKt1

NGF + ERKt3
NGF) + 1

2

(11) p =


√

2

0√
2

 より、X の第 1列、第 3列の値が t, uに寄与する。

q = 1√
2

(
1

1

)
より、Yの第 1列、第 2列に対して uは均等に寄与する。

よって、ERK時系列データ (X)のうち、c-Fos、c-Jun の発現量 (Y) に最も
寄与している時点は t1と t3（第 1列と第 3列）である。

1.8.3 まとめ

1.9 シグナル伝達系の多変量解析
1.9.1 Janes and Yaffeのデータ
Metrics

ダウンロード stimuliはCell、responsesは Science。

1.9.2 Rを使う
Mevik and Wehrens ”The pls Package: Principal Component and Parital Least

Squares Regression in R”, J. Stat. Soft. 18(2): , 2007.
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1.9.3 Janes and YaffeのデータにPLS回帰を適用

1.10 Further reading

Abdi, H. (2007) Partial least square regression (PLS regression). In N.J.

Salkind (ed.): Encyclopedia of Measurement and Statistics. Thousand Oaks,

CA, pp. 740-744. (本書における PLS回帰の解説はこの論文に基づいている。
当該論文 PDFファイルは著者である Abdi教授のホームページから入手できる
http://utdallas.edu/ herve/)

Jane and Yaffe 京都大学大学院工学研究科化学工学専攻プロセスシステム工学
研究室・加納学氏のテキスト
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